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A Decomposi¢do de Poligonos é um problema clédssico na area de Geometria Computacional e
muitas vezes também ¢ referenciado na literatura como Parti¢do de Poligonos. Uma das razdes que
motiva este estudo ¢ a dificuldade, independente da area de aplicagdo, associada a manipulacdo de
poligonos arbitrarios sob uma perspectiva computacional, ou seja, elaborar procedimentos
algoritmicos genéricos capazes de trabalhar com quaisquer classes de poligonos. Nesse sentido, a
decomposicdo de poligonos em regides elementares, facilita enormemente as possiveis abordagens
computacionais.

Para ser mais preciso, possibilitar uma visdo mais abrangente do problema que estamos
abordando neste trabalho e qual o estagio de desenvolvimento que nos encontramos, abaixo ¢ feito
uma enumerac¢ao com os tipos mais comuns de decomposicao de poligonos.

regides convexas arbitrarias (qualquer nimero de lados);
regides trapezoidais;

componentes mondtonas;

regides triangulares.

A decomposi¢do de um poligono em regides triangulares é conhecida popularmente por
triangulagdo de poligonos e ¢ indiscutivelmente o tipo de particdo mais importante, em grande parte
devido a amplitude de suas aplicagdes, como por exemplo: localizagdo de pontos em subdivisdes
planares (GIS) e renderizacdo de superficies complexas. Este problema possui ainda inter-
relacionamentos com as areas de Teoria dos Grafos e Robotica. De uma perspectiva mais formal, a
triangulagdo de poligonos implica em discretiza-lo, de modo que todas as regides resultantes possuam
exatamente trés lados e seus os vértices pertengam ao poligono original, ou seja, na abordagem que
iremos desenvolver s6 ¢ permitida a insercao de diagonais interiores.

No contexto deste trabalho estamos interessados somente em poligonos simples, que sdo
aqueles que n3o possuem auto-intersec¢do. Concretamente, iremos apresentar os resultados relativos
as implementagdes realizadas de dois algoritmos. O primeiro deles ¢ para obter uma triangulagio de
poligonos simples arbitrarios a partir da técnica Corta-Orelhas (ear-cutting), enquanto o segundo esta
associado a decomposicdo de poligonos em componentes y-mondtonas. Uma conceituagdo mais
formal sobre esta importante subclasse de poligonos é dada a seguir.

Uma seqiiéncia de vértices (pontos) C={v,v,,vs,...,v,} e arestas (segmentos)

{(Vi,vm ),1<i< p—1} é uma cadeia monétona com relagio a uma linha I, se qualquer linha
ortogonal a /, intercepta C exatamente num ponto. Em outras palavras, se as projecdes ortogonais
{I(v), U(vy), (U(v3),-+-, (l(vp)} da seqiiéncia de vértices C sobre /, estdo exatamente na mesma ordem

em que ocorrem em C. A Figura 1b ilustra um exemplo de seqii€ncia que satisfaz esta propriedade.

Por outro lado, um poligono simples P ¢ monotono com relagdo a uma reta /, se a sua fronteira
puder ser descrita pela unido de duas cadeias monodtonas.

A subclasse de poligonos monotonos tem sido extremamente importante para a resolucao de
inimeros problemas na area de Geometria Computacional, incluindo a triangulagio.

Embora estamos focando o problema de decomposi¢dao de poligonos de um ponto de vista
algoritmico, devemos estar atentos que ha varios resultados matematicos interessantes, principalmente
alguns de natureza combinatéria. E facilmente perceptivel que triangulagdo de um poligono induz no
plano uma subdivisdo deste espago que esta obedece a Relagdo de Euler dada por V + F —E =2,
onde: V, F e E sao, respectivamente, o nimero de vértices, faces (incluindo a exterior) e arestas da
triangulagao.

Um par de arestas consecutivas de P dadas pelos pares de vértices (v, v;) e (v;,vi) €
denominado uma orelha do poligono, se o segmento que une os vértices (v;vi) esta no interior
de P e ndo intercepta nenhuma das outras arestas de P. Esta defini¢do estd na base da técnica
de triangulacdo referenciada na literatura por Corta-Orelhas.
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Figura 1: (a) Exemplo de uma cadeia ndo monétona em relagdo a qualquer linha /; (b)
Seqiiéncia de vértices da cadeia e respectiva projecdo destes vértices sobre a linha / paralela ao eixo-y,
onde observamos que a mesma é monétona.

Outro resultado combinatorio interessante ¢ dado pelo Teorema 1. A prova pode ser feita por
inducdo sobre o nimero # e pode ser encontrada facilmente na literatura.

Teorema 1: Todo poligono simples P com n vértices admite uma triangulacdo com
exatamente »n-2 tridngulos e a inserc¢@o de n-3 diagonais interiores.

O Algoritmo 1 ilustra em linhas gerais os passos necessarios relativos a técnica de
triangulagdo Corta-Orelhas, enquanto as Figuras 2 e 3 ilustram exemplos de poligonos simples
arbitrarios que foram decompostos em regides triangulares a partir da implementagdo desenvolvida.

Entrada: Um poligono simples P arbitrario.
Saida: Poligono P com seu interior decomposto em regides triangulares.

Passol: Verificar se P ja esta triangularizado;
Passo 1.1: Se estiver pare, ndo ha nada a fazer;
Passo 1.2: Se ndo estiver, va para o Passo 2.
Passo 2: Selecione um par qualquer de arestas consecutivas e; € e;;
Passo 3: Enquanto uma diagonal ndo for inserida faca
Passo 3.1: Verificar se as arestas e; € ¢; formam uma orelha;
Passo 3.1.1: Se formam, insira uma diagonal entre os vértices adjacentes ao vértice
comum as duas arestas e va para o Passo 4.
Passo 3.1.2: Se ndo formam, selecione o proximo par de arestas a e;, que é formado
por e; € e;+; €, volte ao Passo 3.1.
Passo 4: Repita o processo recursivamente para a face que ainda ndo esta triangularizada.

Algoritmo 1:Pseudocodigo associado a técnica de triangulagao Corta-Orelhas.



Embora a representagdo interna de um poligono simples arbitrario e sua completa
decomposicdo possam ser feitas por estruturas de dados do tipo lista encadeada simples, optamos por
usar uma estrutura de dados topoldgica que permite obter do modelo representado todas as relagdes de
adjacéncia e conectividade existentes entre as entidades vértices, arestas e faces em tempo constante e
de forma completamente independente da dimensdo do problema. Estas operagdes de natureza
topologicas sdo fundamentais para garantir a consisténcia e a robustez das implementagdes que
estamos desenvolvendo, ja que ao trabalhar sobre a topologia do objeto, conseguimos eliminar muitas
operagdes de natureza geométrica, que sdo as grandes responsaveis por problemas de erros numeéricos
decorrentes da aritmética de ponto flutuante.

Além disso, a estrutura que estamos usando, que € a winged-edge modificada, representa
também poliedros arbitrarios, o que abre a possibilidade no futuro de aproveitar grande parte do
codigo ja elaborado para estudar o mesmo problema no espaco euclidiano de dimensdo 3, que ¢
igualmente importante e muito mais complexo do ponto de vista computacional.

Todos os aspectos relacionados a visualizagdo das diferentes etapas do processo de
decomposicao estdo sendo tratadas por meio da ferramenta grafica OpenGL, enquanto a interface esta
sendo desenvolvida nesta fase através do uso da biblioteca GLUI (Graphical Library User Interface).
Um prototipo com estas caracteristicas e com os dois algoritmos citados ja se encontra em pleno
funcionamento.

Vale salientar que o problema de triangulagao nao possui unicidade. Em outras palavras, para
um mesmo poligono ¢ possivel obter diferentes triangulagdes. Nesse sentido, algumas restri¢des
podem ser adicionadas em relacdo ao tipo de triangulacdo que se deseja obter. Por exemplo, dentre
todas existentes qual ¢ aquela que minimiza o comprimento das arestas, ou ainda, qual ¢ aquela que
maximiza o0 menor angulo entre todas as possiveis triangulagdes. Observem ainda que na abordagem
apresentada ndo € permitida a inser¢do de pontos interiores, que sdo denominados pontos de Steiner.
Estas variantes do problema sdo de extrema complexidade e serdo objetos de estudo no futuro no
contexto de um Projeto Final de Gradua¢do a ser apresentado no final de 2007, cuja tematica
principal € estudar o problema de Decomposi¢do de Poligonos em suas diferentes vertentes.

(a) (b)

Figura 2: (a) Poligono simples arbitrario com 34 vértices (15 reflexos); (b) triangulagdo (32 tridngulos)
obtida apés a aplicagdo do algoritmo Corta-Orelhas em relagdo ao poligono dado em (a). Observem
que a relacdo combinatéria de Euler pode ser verificada, onde V' =34, FF =33 ¢ £ = 65.



Figura 3: (a) Poligono simples arbitrario com 46 vértices (22 reflexos); (b) triangulagdo (44 triangulos)
obtida apoés a aplicagdo do algoritmo Corta-Orelhas em relacdo ao poligono dado em (a). Observem
que a relacdo combinatoria de Euler pode ser verificada, onde V=46, F =45 ¢ E = §9.
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